1. TRANSFORMACJA LAPLACE'A

Tabele transformat

W ponizszych tabelach podawana jest najpierw transformata F(S), a
potem jej oryginal f(t), poniewaz typowe =zadania polegaja na
wyznaczeniu f(t) majac dane F(s) (transformacja odwrotna).

Wzory ogolne
F(s) f(®
SF(s) — f 0
S?F(s) = fo = sfy 0
F(s+a) e Uf(t)
() Wnf (nD)
limg_,, sF(s) lim;_, f(t)
e YF(s) ft—1)
Transformaty elementarne
- 1(t)
1
e t
1 t2 1 t2
s3 2!




1. Transformacja Laplace'a

1 3_1.3
= td=_t
L e—at
s+a
1
—at
(s+a)? te
_t 1.2 -at
(s+a)3 2 L%
a
_ p-at
s(s+a) 1-e
a 1 —at
(st a(at 1+e7%)
a? —at
SGra? 1—(1+at)e
b—a
- —-at _ ,—bt
(s+a)(s+b) e €
Funkcje trygonometryczne
w .
212 sin wt
S
102 cos wt
T e’ sin wt
(s—0)?+w?
L eO'tCOS (l)t
(s—0)?+w?
0% +w? ot o .
S0 e 1-e (cos wt —=sin wt)




1. Transformacja Laplace’a

Stala czasowa

1 _t
s(Ts+1) l-eT

1 1 _t
s2(Ts+1) t— T (1 —e€ T)
_r ty -t
s(Ts+1)2 1- (1 + F) er

Pierwiastki rzeczywiste jednokrotne

Chodzi o pierwiastki mianownika transformaty Laplace’a (nazywane
takze biegunami).

Podstawowe wzory

= @ = b(s) = Ry Rz oes (1161)
F() =20 = tomntrra® 5o Tom T
= = b® (1.1b)
Ri=(s=p) FS)ls=p, = 575 — tzw. metoda
ST przestaniania
(1.1¢)

f(t) = RiePrt + RyeP2t + ...

Kropki po prawej stronie rozwinigcia F(S) reprezentuja utamki
odpowiadajace pierwiastkom pozostatej czgsci mianownika.

Tryb wyznaczania f(t)

e Rozwiazanie analityczne — kolejno wyznaczane sa:

— bieguny p; —rezidua R; — oryginat f(t)
e Matlab — funkcje

- residue() = Rj,pi

— impulse () = wartosci f(t)

- plot () = wykres f(t)



1. Transformacja Laplace'a

Pierwiastki p; mozna takze otrzymac funkcja roots ().

Przyklad

Z 1.1. Wyznaczy¢ oryginal f(t) nast¢pujacej transformaty Laplace’a

_ 10(s+1)
F(S) = e
Rozwiqzanie
— 10+ _ Ry Ry , R3
¢ F(S) - s(s+2)(s+5) T s s+2  s+5
— . __10(s+1) _ 10 _
Ry =5 F(s)ls=0 = (s+2)(s+5)l g 25 1
_ ) __10(s+1) _ 10(=2+1) _ 5
Ry =(s+2) F()ls=2 = sGs+5) [, (-2)(-2+5) 3
_ ) __10(s+1) _ 10(-5+1) _ 8
Rz =(s+5) F()ls=—s = sGs+2) lg__c — (-5)(-5+2) 3
FO) =1+2e2t —2¢-5t
3 3
e Matlab
L=10*[1 1]; - 10(s +1)

M=conv ([l 2 01, [1 51);
[R,p, k]l=residue (L, M)

-s(s+2)=>[120], s+5 =][15]

—2.6667 -5
R = 1.6667 p = -2 k= []
1.0000 0
1 16667  —2.6667 1 .
F(s) = " +]. — ¥ Trmax =5 — wieksza stala czasowa
5 8
3 73

Uwaga. Przedzial czasu dla wykreslenia f(t) powinien wynosi¢ 5
do 10 dominujacych statych czasowych (najwigkszych).
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1. Transformacja Laplace’a

Wigksza stala czasowa jest tutaj %, wigc jako przedziat czasu mozna

., 1
przyja¢ 10 - 5= 5. .
i
t=0:0.05:5;
f=impulse (L,M, t);
plot (t, f);grid 0.5
max (f) 1.3966
0
0 1 2 3 4 5

Typowy wykres sklada si¢ z
ok.100 wartos$ci (od 50 do 200).

cztery stale czasowe

deg L=deg M

W przypadku, gdy stopnie (deg) licznika L i mianownika M transformaty
F(s) sa jednakowe, warto$¢ k zwracana przez funkcj¢ residue () jest
wynikiem dzielenia L/M, tzn.

bns:+~~~+b0 k4 cn_15:_1+~~~+c0
ans™+--+ay ans™+--+ap

Rp
Pierwiastki zespolone

Podstawowe wzory

p=0+jw

F(s) =22 = b(s) gdzie =0 — jw

a(s)  (s-p)(s—p*)a'(s)’

Oryginat f(t) mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami.

1) Rezidua wyznaczane standardowo przez przestanianie czynnikow

s—pis—pt.

- b R R (1.2a)
F(s) (s-p)(s-p)a'(s) s-p + s—p* +
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1. Transformacja Laplace'a

b(s)
G-pI )y

R = (5 - p)F(s)Iszp =

. . b(s)
R =(S—p)F(5)|s=p*=m *
s=p

p=0+jw N R=A+jB

p'=0—jw R*=A-jB — pary sprzgzone (1.2b)
__ A+jB A—JjB . _ _A+jB A-jB

F(S) T s—(o+jw)  s—(o—jw) T -0 -jo | (s—o)tjw
__ 2A(s-0)-2Bw L 2A(s—0)+(-2B)w o
et o o B (1.2¢)
_ C(s-o) Sw
T (s-0)2+w? | (s—0)2+w?

C=24, S=-2B

f(t) = e’ (C cos wt + Ssinwt) + -+ (1.2d)

S, C bywaja nazywane ,,amplitudami sinusa i cosinusa”.
Poniewaz  sin(a + B) =sina-cosf + cosa - sin g,
wiec C cos wt + S sinwt = VS? + C? sin(wt + ¢)
— arctgZR® = arctg
(P—ancosa—anS
Ostatecznie

f(t) =/S2 + (C2e0t sin(a)t + ¢) + ., ¢ = arctgg (1.2¢)

Amplitudy S, C wyznaczane bezposrednio przez przestonigcie

iloczynu (s = p)(s —p*) = (s — 0)? + w?



1. Transformacja Laplace’a

F(s) = b(s) — b(s) _ Cs—0)+Sw (1.2f)

a(s) [(s—0)2+w?2] a"(s) T (s—-0)2+w?

Poniewaz C(s —0) +SWls=g+jo = w(S+jC) =
=[(s—0)*+ wz]F(S)|s=a+jcm
wiec

S+jC=

ISE I

[(s — 0)2 + wz]F(s)|s=a+jw (1.29)

Ze wzgledu na przestanianie obydwu czynnikow, wyznaczenie S, C z
powyzszego wzoru jest mniej pracochtonne niz poprzednio.

Przyklad

Z 1.2. Rozwiazaé rownanie

X—2x+5x=u, u=1(t), xy=x=0

Rozwiqzanie
2 _ 1 -1
s“X(s) —2sX(s) + 5X(s) = o X(s) S 2575)
A=4-20=-16, VA= j4
51,2=1ij2, O-=1, w=2
S, C obliczane bezposrednio
_ 1 _ 1 _ R, C(s—1)+25
X(S) - s(s2-2s+5) - s[(s—1)2+272] s (s—1)2+22
1 1
R=s-X(s)ls=0 = (s2-25+5) |4 5

S+jC =5l = 0)* + @] F()ls=g4jo = 5 [(s = D* +2°]
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1. Transformacja Laplace'a

1 1 1 .1 1 1
R — = — :——]— = S:—’ C:——
s(s2-25+5) s=1+j2 2Sls=14j2 10 5 10 5

_ 1 ot(L _1
x(t) = cte (10 sin2t 5cosZt)
VSZ + (2 =\/2:10, tgp == —2
¢ = —arctg2 = —=1.107,, = —1.107 - =

T deg

1,1 t _
x(t) = st e sin(2t — 1.107,4)
Rezidua standardowe

1 1 R A+jB A—jB

X(s) =

s(s2-2s+5) =:s[s—(1+j2H[s—(1—j2)] s s—(1+j2)  s—(1—j2)

. y —1
A+]B =5 = A +j2D] X(ls=1+j2 = 3o iy
s=1+)

_ 1 _ 1 1 j4+8 _ ja+8 _
T +j2)(+j2-1+j2)  (1+j2)(j4) ~ ja-8 —-16-64  —-80
1 .1
A=—=, -~ = S=-2B=—, C=24=-=
10 20 5
Matlab
s=1l+sqgrt (-1) *2
1/ (2*s)
S+jC

0.1000 - 0.20001

[R,p,k]l=residue(1,[1 -2 5 0])



1. Transformacja Laplace’a

A+jB otjw

0.1 - 0.051 1+ 2i
R=-0.1 + 0.051 p=1-21i k=11

0.2 0

. . . . . . 2n .
Poniewaz w = 2, wigc okresem sinusoidy jest T = — =T Przedziat

czasu dla wykresu obejmujacego trzy okresy wynosi okoto 10.5.

Zatem p
u
t=0:0.1:10.5;  OK. 3 okresy et/I
x=impulse (1, [1 -2 5 0],t); 4 |
plot (t,x);grid 22
Przebie x(t)  reprezentuje e,
g p J 2 4 6 8 10

narastajace  oscylacje  (uktad
sterowania zachowujacy si¢ w ten sposob jest nazywany
niestabilnym).

Pierwiastki wielokrotne

Rozpatrywane sa pierwiastki rzeczywiste.

F(S)_@_—b(s) — R Ra 4+ .+ Rm

= = = 1.3
a(s) (s-p)™a'’’(s) s-p (s-p)? (s—p)m+ (1.33)

Rezidua R; oblicza si¢ metoda przestaniania zaczynajac ,,od konca”, tj.:

b
Ry, = (s — p)mF(s) = an(lsé) = a1(5)|s=p
1 (s) S=p m s=p
1d
Rn—i =aa(S)| = a2(8)ls=p (1.3b)
N————
aZ(s) Ss=p
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1. Transformacja Laplace'a

1d 1
Rp_p = zgaz(s) = 5“3(5) s=p
as(s) s=p
1 d 1
1= (m_l)!Eam—l(s) - (m_l),am(s) s=p
am(s) s:p
: . i 1 pi—1,pt
Poniewaz oo = (i—l)!th e,
wigc
— R.pPt pt  1p s2,pt 4 .., L m-1,pt
f(t) = R,eP* + R,te +2R3t ePt + +(m-1)szt ePt + (1.30)
_ 1 2 1 —1y,pt 4 ...
e = (Rl + th +5R3t + "'+mRmtm )ep +
W szczegolnoscei dla m=3 mamy
1
f(©) = (Ry + Rt + 5 Rst?)ePt + - (1.3d)

Przyklad

Z 1.3. Wyznaczy¢ transformatg¢ odwrotna

f@®) =7

s+2

FG) = Gmper

Rozwiqzanie

o F(s)=

5+2 _ Rl R2 R3 R

(s+3)3(s+1)  s+3 = (s+3)2  (s+3)3 ' s+1

s+2 1
R3=(S+3)3F(S) =S+—1 25
* s==3 Z s=-3
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1. Transformacja Laplace’a

R, — li(ﬁ) _ (s+1)—(s+2) -1 __1
27 11as \s+1 T +D? g (s+1)? o4
a1 lg=_3 2 lg=_3
R _li(__l ) _1L| = _=
17 21ds \(s+1)2 T2+l 8
@2 5=-3
S+2
R=(s+DF()s=1 =55 B

f() = Lot _lo3t _lyp=3t 4 1y2,-3t = Lot 4 p-3t (—l -
8 8 4 4 8 8
lt+1t2)
4 4
Matlab

L=[1 2];M=conv ([l 6 9],[1 3]);M=conv(M, [1 17);
[R,p,k]l=residue (L, M)

-0.125 (Ry) -3.0

R =-0.25 (R p = -3.0 k = [ ]
0.5 (Rs) -3.0
0.125 (R) -1.0

Dominujaca stata czasowa jest 1. Wykres moze obejmowac np. pigé
dominujacych statych czasowych.

t=0:0.05:5;

. 0.04
f=impulse (L, M, t) ; /'

plot(t, f);grid

0.03 / \
max (f) 0.0412 0.02

0.01 / \\
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1.

Transformacja Laplace’a

Zadania domowe

D 1.1

Odp.:

D 1.2

Odp.:

D 13.

Odp.:

D 1.4.

Odp.:

D 1.5.

Odp.:

D 1.6.

Odp.:

18

1-s
s(s+1)2 '’

F(s) = f() =7

lle wynosza tmin, fmin, gdy f(t) osiaga minimum?

fW)=1—1A+2)e"t, tyn=0.5

1
foin =1 —2e72 = —0.213

F(s) = 252 f() =2

T s3(s+1)

f)=31—-t+t>—e™?)

F(S) _ 12(s+3) f(t) -9

T s3(s+2)2’
=242 _ (e +8)e 2t
f(t)—zt 6t+4 (2t+4)e

10(s+1)

F(s) = s(s+2)(s+5) ’

f@) =7
fr) =1 +§e‘2t —ge_St

36(s+1)
s(s+2)2(s+3) ’

F(s) = f(&) =7
f(t) =3[1+8e7 3 + e 2t(6t — 9)]

s+4

F(S) = s(s+1)(s+2)(s+3) ’

_2_ 3 ¢ -2t _ 1 3¢t
f(t)—3 se " te —e

f®) =7,

f(e0) =7

fleo) =2



1. Transformacja Laplace’a

_ (s—1)(s+1)
- s(s+3)(s—4) ’

D 17. F(s) fF()=?,  f0)=?

Odp.: f(O)=—+e ¥ +2e%  f(0)=1

5(s2+s+4)
(s+2)(s2+4s+13) ’

D 18. F(s) = ) =7

Odp..  f(t) = 13—08_2t + e % (gcos 3t — 5sin 3t) =

=e 2 [1?0 - 5T\/ﬁsin (St - arctg%)]

D19 y+4y+3y=u, u=1(t), yo=y,=0, y(t)=?

Odp.:  y(t) = é - %e‘t + %e‘“

D 110. y+2y+y=u, u=1(t), yo=yo=0, y()=?

Odp.:. y(®)=1—(1+1t)e*

D11l jy+y+y=u, u=1t), yo=y,=0 y(t)=?
1
Odp.: y(t)=1-e7" [\g—gsin (\/2_§t) + cos (\/2—§ )] =

1
=1- e_5t¥sin (gt + arctgx/?)

D112. 2y +y+y=u, u=t Yo=y=0y(t)=?

Odp.: y(t)=-1+t+ e_%t [cos (ﬁ t) - gsin (ﬁ t)]

4 4

1
= 1+t -eitin <ﬂt — arctg (ﬁ)>
7 4

3
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1. Transformacja Laplace'a
Odp.:  y(t) =%t—22—7+%te‘3t+%e‘3t

D114 ¥ +4y+29y =29, u(t)=1 y,=0, y,=17,

Yo =-122, y(t) =7

Wskazowka: — s3Y — s*yg — sy — Jo + 4(s*Y — syo — ¥o) +
29
S

29(sY —y,) ==

Odp.: y(t) = -2+t + e ?*(2cos5t + 4sin5t) =

= —2+t+2V5sin (5t + arctg%)
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